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Shapley値の別表現について
??
山中
一つの先験的な基準を提
これを導びくために Shapley〔1953〕は
Shapley値は公平な利得の分配とし、う問題に対し，
供する n人ゲームの解の概念であるo
めじ｛ま
望ましい配分方式の満たすべき条件を3個の公理として要請し，各人の貢献度
をすべての機会について平均するとし、う配分方式がこれらの公理を満たす唯一
のものであることを証明した。この配分方式は正確には次のように与えられ
るoN={l, 2, ... , n｝を主体 iの全体， v(S）をNの任意のサプ・グループSが
Sのメンバーだけで獲得できる利得の値，各主体 iの Shapley値をめ（N,v)
(s-l)f (n-s) I 
n！ ・〔v(S)-v(Sー {i}))
とすれば，
ゆi(N,v) =2J 
ScN 
S3i 
ただし， n,sは各々 N,Sのメンバーの数を表わす。
本稿の目的はこの Shapley値の別表現を与えることである。ただ，
おかねばならないがその別表現は新しいものではなし、。本質的には Shapley
断って
値の導出の過程で得られる事実であり， TUゲーム（後述〉の Shapley値は
Harsanyi解に一致するという Harsanyiの定理（Harsanyi〔1977,Theorem 
11. 2〕〉の再現に他ならない。
本稿で与える表現は Shapley値を直接，計算することによってこの定理を証
Harsanyi解の理解に対する助けとなるであろう。本
一般的な NTUゲームにこの定理のもう一つの重要性は，
明しているという点で，
稿では触れないが，
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Harsanyi解を拡張する際の足場になるという点にある（e.g. Imai〔1983),
Hart 〔1983》。したがって， self-containedな証明を与えておくだけの価値は
あると思われる。
2. TUゲームの Shapley値
N={l, 2, .. , n｝でプレイヤーの集合を表わす。 2Nー｛θ｝上の実数値集合関
数りを特性関数といい， SE2Nー｛tJ｝を提携（coalition）とよぶ。ここに Oは
空集合である。値 v(S）は，提携SがS内のプレイヤー全体の協力によって獲
得しうる利得を意味する。この解釈の前提として，利得はプレイヤー間で自由
に受け渡しが可能（transferable）であるとしづ仮定がある。この仮定が成立す
るとき，組（N,v）を TUゲーム（transferable-utilitygame）という。そう
でないゲームは NTUゲームとよばれる。
さて， TUゲーム（N,v）が与えられたとする。任意の Sを固定し， uの
2sー｛θ）への制限を Vsと書こう。（S,vs）を部分ゲームとよぶ。（S,vs) 
を一つの独立な TUゲームとみたとき，（S,vs）の Shapley値ゆ（S,vs)= 
（め（S,vs))iESは
(t-l)!(sーのf
(2.1）め（S,vs) =2J sf (v(T)-v(Tー {i}))
Tes ，’ 
Tヨ・； (for all i巴S)
で与えられる。これを導びくための Shapleyによる公理は付録でのベる。
定理 (N, v）を TUゲームとしよう。すると，各 TE2Nー｛8｝に対し実
数値 WTが存在して，
(2. 2）め（S,vs) =2J wT (for all iEScN) 
Tes 
T=ii 
となる。
3.証明
まず次の補題を証明しておく。この事実は Shapley値の導出の過程で現われ
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る有用な結果である。
(N, v）を任意のTUゲームとすると，任意のSE2Nー｛tJ｝に対して補題
v(S) =L: 2J (-1y-tv(T) 
Res TCR 
となる。
2J 2J (-1）九tv(T)
Res TcR 
証明
＝討さ／；二；）（か
= 2J (l-1)5-tv(T) + （：でつ（1)0（ー 1)0v(S)
T三s ,.,-.,/ 
=v(S). 
この結果から，任意の R巴2Nー｛θ｝に対して
が＝-4-L: （ー 1）ι叩〉
r TcR 
(3.1) 
なる実数値切R が対応し，
(for all SE 2Nー｛tJ})
???
?
?? ?、 、 ， ???
??
?(3.2) 
と書ける。すると，任意の TE2Nー｛θ｝に対して，
v(T)-v(Tー {i})
=L: rwR-2J rwR 
RcT Re Tー{i}
????
??
?? ?
(2.1）から
めCS,vs)= 2J Ct-~（s-t）匂 rwR
Tes :> RcT 
T3z R3i 
ゆえに，
和の順序を変えて
( Ct-l)!Cs-t)! ) めCS,vs)= 2J ) rwR2J fJ l 
Res l Tes ：；’ i 
R3i l TコR J 
C3. 3) 
ここで次の等式に注意する。
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(t-l)f (sーのf一一_1____s (t一日(3. 4) ~ .一 I ¥ ~ ( ) 
TcS sf rf s ¥ t=r ¥r-11 
TコR ・¥r/ 
これは次のように確かめられる。
~ (t一巧s-t)!＝土 （s-:)(t一以s-t)!
¥t-r) sf Tes ・ t四 r¥ I 
TコR
ム (sーのf " (s-t)!t! 
-1三r(tーの！（s-t)fハ sft 
ょ （s-r)!r!_ t! 
-f.;r sf ハ （t-r)!rft
=____l_主÷（；）
7・U)t
_ _lーさ（：二D.一rU)t 
さらに，次の等式が成立する。
(3. 5）主（；二D=U).
これは Pascalの公式：
（；）＝（；二D十 (5~1)
を繰り返して適用することにより確かめられる。すなわち，
（；）＝（；二 i) ＋（；二？）十 (5~2)
＝会r＋／：二D+(:)
＝三（；二D.
すると，（3.5）と（3.4）から
(3.6) ??
??
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ゆえに（3.6）と（3.3）から求める式（2.2）が得られる。
4.解釈
(2.2）式：
。；(S, vs)= .2; wT にforall iEScN) 
Tes 
T=ii 
は， Shapley値の別表現を与えている。いま， WTを提携 Tからの各メンバ
ーへの配当（dividend）とよべば，任意の部分ゲーム（S,vs）において tの
Shapley値は， tがメンバーとなりうるすべての提携Tからの配当を加算した
ものに等しい。こうして得られる利得ベクトルは Harsanyi解でもある。
一般に， TUゲーム （N,v）において
(4.1) v(S)=.2; .2; wI forallScN 
iES Tes 
T=ii 
(4. 2）叩f=w) for all i, jE三TcN
(4.3) hi=.2; w; for all iEN 
7cN 
T=ii 
を満たす利得ベクトル h=(h1,・・・・hρを Harsanyi解とし、う。
条件（4.1）は
(4.4）バ＝ω？十.2; wr 
T三S,T=ii
と書けばわかるように， Sからの各メンパーへの配当は，それによって各メン
ミーの利得の総和が e丈ficient,i. e., .2; u1 =v(S），となるものであることを要
iES 
求する。条件（4.2）は，提携Tからの各メンバーへの配当は互いに等しくな
ければならないことを意味する。これらの条件を満たす配当（切りiET,TcNは
(2. 2）を満たすものに限られることは明らかである。
これらの条件のうちで，決定的な役割を果たしているのは（4.2）の均等条件
であり，これは各提携での利得叫が基本的には Nashの交渉（Nash〔1950))
によって決定されると考えることにより得られる条件である。すなわち，任意
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のSについて
(4.5) ci=2J wI (it=.S) 
T£主S,Tョi
は， S のメンバ~ iが ufの決定のための交渉に臨む際にすで、に保証されてい
る利得であると考えると， Sのメンバー全体による交渉の Nash解は
max n (uf-ci) 
iES 
s. t. 2J d三v(S)
iES 
によって与えられる。これからバーの＝バ－Cjなること，すなわち（4.5）と
(4. 4）から
wミ＝wう Joγalli, }ES 
なることがわかる。任意の提携Sについて同じ形の交渉を考えれば結局，条件
(4.2）が得られる。
こうして，（2.2）式は Shapley値が最終利得 d のための Nash型交渉解
として得られることを意味しているO Shapley値はもともと，与えられたゲー
ムに対する各プレイヤーの先験的な評価を表わすもので，ゲームの実際のプレ
イのし方，つまり，特定の配分ル｛ルを前提とせずに決まる値である。したが
って Harsanyi解はこのような Shapley値を、実現’する交渉のルールを与え
ているのであり両者は互いに補完しあう役割を果していると言える。
なお，一般の NTUゲームでは以上の関係は成立しなし、。すなわち， NTU
ゲームにおける Shapley値（Shapley〔1969））と Harsanyi解は互いに一致す
るとは限らなし、。しかし，両者の聞には密接な関係があることが知られてい
る。とくに， Imai〔1983）によって与えられた NTUゲームの Harsanyi解の
再定式化は，線型化されて得られる部分 TUゲームの Shapley値を直接に用
いて定義する形となっており，（2.2）の関係が中心的な役割を果たしている。
付録 Shapley値の公理
TUゲーム（N,v）が与えられたとする。 Nは固定されるので， uでゲーム
一126一
を表わす。
定義1 ゲームりの担体（carrier）とは，任意のSに対し，
v(S) =v(S n T) 
となる TcNのことを言う。
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注意1 Nは担体である。叉， Tが担体で TcT'cNならば T’も担体で
ある。
定義2 πでNの任意の置換を表わそう。このとき，任意の S={i1, i2，・・，
is｝に対して v(S)=u(｛π(i，）π（i2), ..，πCis）｝）となるゲー ム uを， u＝πりと
定義する。
注意2 m は実質的にはuと同じでありプレイヤーの対割が πによってお
きかえられたものにすぎない。
公理 ゲーム Uの値とは，以下の条件を満たすベクトル世（v）＝（ゆ，（v),... ' 
九（の〉である。
工．任意、の置換 πと任意の iENに対して，
ゆπ（i)（πv）＝め（v).
JI. Sをむの任意の担体とするとき。
~仇（v)=v(S). 
iES 
:m. u, vを2つのゲームとすると，
ゆi(u+v）＝め（u）十件；（v).
公理工は， ゲーム仰における πくのと， Uにおける iとは全く同じ役割を
果たすので、当然、な要請で、ある。公理Eは，任意の担体Sに対してSのメンバー
だけで値 v（めを分割すべきことをのべているO Sの外のプレイヤーは，担体
の定義から， Sに何の貢献もしないので，これも当然の要請である。公理Eは，
2つのゲーム uとuが独立にプレイされるとき，これらのゲームからの値の和
は，ゲーム u十vをプレイするときの値に等しくなるべきであることを要請す
る。これら 3個の公理がゲーム Uの値を一意に決定するということが Shpaley
〔1953）の定理の内容である。
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定理公理工， EおよびEを満たす関数ゆが唯一つ存在して，任意のゲーム
りに対して，
ゆi(v)= 2J (t-l)!(n-t)! [v(T) -v(Tーが｝）］
TcN n! 
T3i (for all iE.N) 
となる。
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